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Comga : анкета кода-участника  

  Исследовательский код, решение фундаментальных задач 

  Несжимаемые течения со свободной поверхностью, ламинарные    

   и переходные режимы 

  Уравнения Навье-Стокса (приближение Обербека-Буссинеска) 

  Моделирование DNS + решение задач устойчивости LSA 

  Структурированные декартовы (криволинейные) сетки 

  Методы : FV (Chorin + полунеявные) + матричные методы (MUMPS) 

  Специализации : сложное гравитационное поле, конвекция Марангони, 

   метод Чохральского, liquid bridge, направленная кристаллизация 

  Компьютерная лаборатория 2D течений (exe-free) 

  Большое количество тестов (бенчмарки) 

  Fortran/C++, OpenMP/MPI 

2 



Хронология  
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1. Компьютерная лаборатория 2D : DNS 3. Нестационарные 3D : DNS 

5. Стационарные 2D со свободной  
    поверхностью – матричный метод  

2. Устойчивость осесимметричных  
     течений LSA – матричный метод 

4. Стационарные 3D - матричный метод 



Компьютерная лаборатория 2D 
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Разработана в лаборатории Математического и физического 
моделирования в гидродинамике под рук. В.И. Полежаева 

Проф. Полежаев 
Вадим Иванович 

Ermakov M.K., Gryaznov V.L., Nikitin S.A., Pavlovsky D.S., Polezhaev V.I. A PC-based system for modelling of convection in enclosures  
on the basis of the Navier-Stokes equations. Int. J. for Numerical Methods in Fluids, том 15, № 9, с. 975-984, 1992. 
 
Ермаков М.К., Никитин С.А., Полежаев В.И. Система и компьютерная лаборатория процессов конвективного тепло- и 
массообмена. Изв. РАН, МЖГ, № 3, с.22-28, 1997. 
 
Ermakov M.K., Nikitin S.A., Polezhaev V.I., Yaremchuk V.P. Education and tutorial in modeling of elementary flows, heat and mass 
transfer during crystal growth in ground-based and microgravity environment. J. Crystal Growth, том 266, № 1-3, с. 388-395, 2004. 
 



Компьютерная лаборатория 2D/3D 
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Граничные условия: 
1. Непротекание  
2. Прилипание, «движущая крышка», условие Марангони 
3. Температура и концентрация: I, II или III рода   

 
Декартова или осесимметричная СК 
Прямоугольные области, прямоугольная сетка 
 
Переменная сила тяжести (микрогравитация) 
 
Изучение элементарных течений естественной конвекции 

Уравнения Обербека-Буссинеска 

Finite volume, метод Чорина 
Центральные/направленные/ 
QUICK 
Явные, полунеявные схемы 
FFT  
 



Компьютерная лаборатория 2D 
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1. Предустановленные типы задач (уравнения, граничные, начальные 
условия) 

2. Задание параметров в безразмерном виде 
3. Решение задачи в реальном времени (компьютерный эксперимент) 
4. Одновременная визуализация (поля, графики по времени) 
5. Галерея решенных задач 
6. Тщательно тестирована для ламинарных и переходных режимов 

Подогрев сбоку (функция тока) Подогрев снизу (температура, 
функция тока по времени) 



Компьютерная лаборатория 2D 
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Слоистые структуры 

Подогрев снизу, Ra=106 
Подогрев сбоку, Ra=106 



Компьютерная лаборатория 3D 
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Компьютерная лаборатория 3D 
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Компьютерная лаборатория 3D 
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Ra=3000 

Подогрев снизу - потеря устойчивости стационарных валов (изотермы) 



Бенчмарки 
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-«Движущаяся крышка» (moving lid) 
 
- Естественная конвекция квадратной полости (G. de Vahl Davis) 1981 
 

- Естественная конвекция в жидкостях для малых Prandtl  в горизонтальной 
   полости 4:1 (Bernard Roux) 1990  
 
-Вынужденная конвекция в цилиндре с вращающимися в противоположных 
  направлениях «крышками» (C. Nore, L. Tuckerman) 2003 
 
- Термокапиллярная конвекция в прямых жидких мостах (H. Kuhlmann) 1995, 
   (M. Levenstam) 2001 
 
- Термокапиллярная конвекция в искривленных жидких мостах для 
   малых Prandtl (V. Shevtsova) 2004 

 
- Гидродинамическая модель роста кристаллов по Чохральскому: 
   - low-Prandtl (A. Wheeler) 1990 
   - high-Prandtl (A. Gelfgat) 2008 



Устойчивость осесимметричных течений : мотивация 
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«Слезы вина»,  
Марангони , 1855 

Слоистые структуры 

Рост кристалла 

Рост кристаллов по Чохральскому 

Рост кристаллов методом 
 плавающей зоны 
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From Sand to Silicon “Making of a Chip” (Intel) 
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Устойчивость осесимметричных течений 
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«Жидкий» мост Круговой цилиндр 

Метод Чохральского Круговой бассейн 

1. Ermakov MK, Ermakova MS. J. Cryst. Growth, 2004. 
2. Nishino K, Yano T, …, Ermakov MK. J. Cryst. Growth, 2015. 
3. Imaishi N, Ermakov MK, Shi WY. Int. J. Heat/Mass Transfer, 2020.   



Устойчивость осесимметричных течений 
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Уравнения Буссинеска: 
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Базисное решение: 
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Устойчивость - 
задача на собственные значения: 

+ граничные условия 
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Матричный метод 
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Дифференциальные (интегральные) уравнения  

 

Дискретизация уравнения : residuals 

 

Нелинейный набор (векторных) уравнений + вектор 
неизвестных 

 

Применяем метод Ньютона (backtracking) 

 

Решаем  Ax=b  на каждой итерации 



Достоинства и недостатки матричных методов 
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Достоинства  
• Совершенно общий подход 
• Не нужно разрабатывать метод решения уравнений (используется стандартный) 
• Полностью неявные схемы (нет расщепления, ограничения на шаг по времени) 
• Высокая степень сходимости 
• Очень полезный (дополнительный) инструмент для «вычислительной кухни» 
• Легко модифицируется для разных задач 
• Легко обобщается для задач LSA 

Недостатки 
• Стационарные задачи (в основном) 
• Значительные объемы оперативной памяти для предобуславливателя матрицы 
• Значительное время решения линейной системы 

( ) 0f x  )()()()( 000 xxxfxfxf 

][][][]1[][ )()()( kkkkk xxfxfxxf  



Метод Ньютона, вычисление матрицы Якоби 
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- Матрица Якоби          1000  единиц времени 

( ) 0f x  )()()()( 000 xxxfxfxf 

][][][]1[][ )()()( kkkkk xxfxfxxf  

A     ·  x   =   b 

Прямое вычисление матрицы Якоби очень затратное,  
проще аналитическое вычисление для разреженной (ленточной) матрицы 
 

Пакет MUMPS для решения линейной системы: 
прямое решение разреженной системы (multifrontal) 

1) Анализ структуры матрицы                   100   единиц времени (ширина 
ленты) 

2) LU декомпозиция                                     100   -------- «» ---------- 
3) Решение системы (обратной ход)        5       -------- «» ---------- 

 
OpenMP, MPI 



Moving lid 
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Естественная конвекция – подогрев сбоку 
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Gr=105, Pr=5, 1025x1025 : 2.5 минутs, 10 ГБ памяти 
129x129 : 1.5 сек  



Обтекание цилиндра 
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M. Van Dyke. An Album of Fluid Motion. 1982. 

Re=41 Re=28.4 
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Уравнение движения 
функция тока 
полярная с.к. 



Устойчивость осесимметричных течений 
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1. Стационарное осесимметричное течение (2D) – базисное решение 

2. Устойчивость малых возмущений (3D) 

Приложение метода Ньютона в матричном виде  для 

Линеаризация около базисного решения.  Метод нормальных мод  
в азимутальном направлении: 

  € €€, , ( , , ) ( , , ) ( , ) exp( ), 0, 1, 2,...
T Tu p T r z u p T r z t im m      

Обобщенная задача на собственные значения: 

A – комплексная матрица, В – диагональная 
вырожденная матрица  

, ,nAx Bx x C 

( ) 0f x 

)()()()( 000 xxxfxfxf 

][][][]1[][ )()()( kkkkk xxfxfxxf  

Метод решения: обратная итерация со сдвигами + MUMPS, 
                                 метод Арнольди (Arpack) + MUMPS 



Собственные функции: 
температура, азимутальная и радиальная скорости 
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Влияние теплообмена через свободную поверхность для 
космического эксперимента MEIS - Pr=67 

Характерные времена: 
 
• эксперимент – 1 год 
• DNS               – 1 месяц 
• LSA                – 1 день 



3-D задачи и задачи со свободными поверхностями 
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2-D :                    исходные переменные – 1 
                             разреженная матрица  – 10х 
                             предобуславливатель   – 1000х 
 
3-D :  
                            1) увеличивается размерность задачи 
                            2) увеличивается ширина матрицы 
 
 
Свободная поверхность : 
            1) нужно вычислять матрицу Якоби                            
                           2) матрица перестает быть ленточной (нормировка на толщину слоя, 
                                интегральное условие на объем жидкости) 
                           3) увеличение объема предобуславливателя 
                            
 



3-D : матричный метод 
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Block low-rank (BLR) multifrontal factorization 
• приближенная факторизация с пороговым значением 
• эффективная только для очень больших матриц 
• эффективная (10х), но могут быть проблемы со сходимостью 

3-D каверна с «крышкой», Re=200, 51x51x51, 5 минут, 12 ГБ памяти 



Свободная поверхность  
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Условие непротекания 

Баланс нормальных  
напряжений 

Баланс касательных напряжений 

Объем жидкости 

+ BC : на оси, диске и твердых границах, контактный угол с твердой поверхностью 



Преобразование координат  
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Приводим уравнения в новых переменных к дивергентному виду, 
согласно 

где - Якобиан преобразования 



Использование матричного метода  
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Переменные дискретной задачи: 
 - скорости и давления во всех точках (r,z) 
 - высота h во всех точках (r) 
 - константа C 
 
Уравнения: 
 - определяющие уравнения 
 - граничные условия 
 - интегральное условия для объема жидкости 
 
Используем метод Ньютона в матричном виде: 

][][][]1[][ )()()( kkkkk xxfxfxxf  



Результаты для 81x81, Re=1000 
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Выводы 
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Продемонстрирована возможность математического моделирования 
стационарных трехмерных течений и течений со свободной поверхностью на 
основе матричного подхода.  
 

Спасибо за внимание 


