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Постановка задачи:

• Ширина абсорбирующего слоя –

50 ячеек

• Кинематическая вязкость ~10^(-5)

Исследуемые 

явления:
• Распространение бегущей волны

• Дифракция волн

• Дифракция Френеля

• Дифракция Фраунгофера

• Геометрическое приближение

• Интерференция волн

• Вязкая диссипация
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Рис 1. – Геометрия задачи
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СТЕПЕННЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ
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ПЕРВОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ МЕЙССЕЛЯ
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∀𝑛 ∈ ℤ ∧ ∀𝑧 ∈ ℂ | 𝑧 ~1

𝐽𝑛 𝑛𝑧 =
𝑛𝑧 𝑛 exp 𝑛 1 − 𝑧2 exp(−𝑉(𝑧))

𝑒𝑛𝑛! 1 − 𝑧2 1/4 1 + 1 − 𝑧2
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+ 𝑟𝑚;

𝑃, 𝑄 − полиномы, 𝑟𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

100 ≤ 𝑛 ≤ 300 , 𝑧 < 0,1𝑛
300 ≤ 𝑛 ≤ 600, 𝑧 < 0,3𝑛
600 ≤ 𝑛 ≤ 1000, 𝑧 < 0,5𝑛
1000 ≤ 𝑛 ≤ 3000, 𝑧 < 0,6𝑛

Границы вычислительной 

пригодности
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РАЗЛОЖЕНИЕ ЛОММЕЛЯ

5

∀𝐹 ∈ Ξ ∧ ∀𝑛 ∈ ℤ ∧ ∀𝑧, 𝑡 ∈ ℂ | 𝑡 < 1 ⟶ 𝐹𝑛 𝑧 1 + 𝑡 = 1 + 𝑡 𝑛/2 
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Теорема умножения бесселевых функций:
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ТЕОРЕМА СЛОЖЕНИЯ НЕЙМАНА
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∀𝐹 ∈ Ξ ∧ ∀𝑛 ∈ ℤ ∧ ∀𝑍, 𝑧 ∈ ℂ ∧ ∀𝜃 ∈ −𝜋; 𝜋 ⊂ ℝ | 𝑧𝑒𝑖𝜃 < 𝑍

𝐹𝑛 𝑍2 + 𝑧2 − 2𝑧𝑍𝑐𝑜𝑠𝜃 = 

𝑚=−∞

+∞

𝐹𝑛+𝑚(𝑍)𝐽𝑚(𝑧)𝑒
𝑖𝜃

В частности,

𝐻0 𝑍2 + 𝑧2 − 2𝑧𝑍𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐻0 𝑍 𝐽0 𝑧 + 2

𝑛=1

∞

𝐻𝑛 𝑍 𝐽𝑛 𝑧 cos(𝑛𝜃)
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ЯВЛЕНИЕ СТОКСА
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Ветвление бесселевых функций:

∀𝐹 ∈ Ξ ∧ ∀𝑛 ∈ ℤ ∧ ∀𝑧 ∈ ℂ ∧ ∀𝜃 ∈ ℝ → 𝐹𝑛 𝑧𝑒𝑖𝜃 = 𝑒−𝑖𝜃𝐹𝑛 𝑧

!∃ 𝐴𝑛,𝑚 𝑧 , 𝑅𝑛,𝑚 𝑧 | 𝐹𝑛 𝑧 = 

𝑚=1

𝑀

𝐴𝑛,𝑚 𝑧 + 𝑅𝑛.𝑀 𝑧 , тогда



𝑚=1

𝑀

𝐴𝑛,𝑚 𝑧𝑒𝑖𝜃 + 𝑅𝑛.𝑀 𝑧𝑒𝑖𝜃 = 𝑒−𝑖𝜃 

𝑚=1

𝑀

𝐴𝑛,𝑚 𝑧 + 𝑒−𝑖𝜃𝑅𝑛.𝑀 𝑧
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НЕВЯЗКОЕ РЕШЕНИЕ

8

𝜌′ = 𝑄 𝐻0 𝑘𝑑 𝐽0 𝑘𝑟 − 𝐻0 𝑘𝑑
𝐽′0 𝑘𝑎

𝐻′
0 𝑘𝑎

𝐻0 𝑘𝑟 + 2

𝑛=1

∞

𝐻𝑛 𝑘𝑑 𝐽𝑛 𝑘𝑟 − 𝐻𝑛 𝑘𝑑
𝐽′𝑛 𝑘𝑎

𝐻′
𝑛 𝑘𝑎

𝐻𝑛 𝑘𝑟 cos(𝑛𝜃) ,

если 𝑟 < 𝑑

𝜌′ = 𝑄 𝐻0 𝑘𝑟 𝐽0 𝑘𝑑 − 𝐻0 𝑘𝑟
𝐽′0 𝑘𝑎

𝐻′
0 𝑘𝑎
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𝐻𝑛 𝑘𝑟 cos(𝑛𝜃) ,

если 𝑟 < 𝑑

𝑘 =
2𝜋

𝜆
− волновое число
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ

9

𝜌′ = 𝑄 𝐻0 𝑘𝜈𝑑 𝐽0 𝑘𝜈𝑟 − 𝐻0 𝑘𝑑
𝐽′0 𝑘𝜈𝑎

𝐻′
0 𝑘𝜈𝑎

𝐻0 𝑘𝜈𝑟 + 2

𝑛=1

∞

𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑑 𝐽𝑛 𝑘𝜈𝑟 − 𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑑
𝐽′𝑛 𝑘𝜈𝑎

𝐻′
𝑛 𝑘𝜈𝑎

𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑟 cos(𝑛𝜃) ,

если 𝑟 < 𝑑

𝜌′ = 𝑄 𝐻0 𝑘𝜈𝑟 𝐽0 𝑘𝜈𝑑 − 𝐻0 𝑘𝜈𝑟
𝐽′0 𝑘𝜈𝑎

𝐻′
0 𝑘𝜈𝑎
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∞
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𝐽′𝑛 𝑘𝜈𝑎

𝐻′
𝑛 𝑘𝜈𝑎

𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑟 cos(𝑛𝜃) ,

если 𝑟 < 𝑑

𝑘𝜈 = 𝑘 1 + 𝑖
𝜔𝜐

𝑐𝑠
2 , 𝑘 =

2𝜋

𝜆
− волновые числа
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ПРИБЛИЖЁННОЕ РЕШЕНИЕ
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𝜌′ = 𝑄 𝐻0 𝑘𝜈𝑑 𝐽0 𝑘𝜈𝑟 − 𝐻0 𝑘𝑑
𝐽′0 𝑘𝑎

𝐻′
0 𝑘𝑎
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∞

𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑑 𝐽𝑛 𝑘𝜈𝑟 − 𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑑
𝐽′𝑛 𝑘𝑎

𝐻′
𝑛 𝑘𝑎

𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑟 cos(𝑛𝜃) ,

если 𝑟 < 𝑑

𝜌′ = 𝑄 𝐻0 𝑘𝜈𝑟 𝐽0 𝑘𝜈𝑑 − 𝐻0 𝑘𝜈𝑟
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𝐻′
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𝐽′𝑛 𝑘𝑎

𝐻′
𝑛 𝑘𝑎

𝐻𝑛 𝑘𝜈𝑟 cos(𝑛𝜃) ,

если 𝑟 < 𝑑

𝑘𝜈 = 𝑘 1 + 𝑖
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2 , 𝑘 =
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− волновые числа
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (МАЛОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 4. – Приближённое решениеРис 3. – Точное решение

Рис 2. – Невязкое решение

Сетка – 600*300

𝜆 = 20, 𝑑 = 300, 𝑎 = 40

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 0,968

∞ = 300
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (МАЛОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 5. – Ошибки невязкого решения

Рис 6. – Ошибки точного решения

Сетка – 600*300

𝜆 = 20, 𝑑 = 300, 𝑎 = 40

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 0,968

∞ = 300
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (МАЛОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 7. – Уровень шума численный Рис 8. – Уровень шума невязкого решения

Рис 9. – Уровень шума точного решения Рис 10. – Уровень шума приближённого решения
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (МАЛОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 11. – Ошибки шума точного решения Рис 12. – Ошибки шума приближённого решения

Сетка – 600*300

𝜆 = 20, 𝑑 = 3000, 𝑎 = 40

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 0,968

∞ = 300
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (БОЛЬШОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 15. – Приближённое решениеРис 14. – Точное решение

Рис 13. – Невязкое решение

Сетка – 1200*600

𝜆 = 20, 𝑑 = 600, 𝑎 = 50

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 1,095

∞ = 100
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (БОЛЬШОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 16. – Ошибки невязкого решения

Рис 17. – Ошибки точного решения Рис 18. – Ошибки приближённого решения

Сетка – 1200*600

𝜆 = 20, 𝑑 = 600, 𝑎 = 50

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 1,095

∞ = 100
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (БОЛЬШОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 19. – Уровень шума численный Рис 20. – Уровень шума невязкого решения

Рис 21. – Уровень шума точного решения Рис 22. – Уровень шума приближённого решения
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ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ (БОЛЬШОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 23. – Ошибки шума невязкого решения

Рис 24. – Ошибки шума точного решения Рис 25. – Ошибки шума приближённого решения

Сетка – 1200*600

𝜆 = 20, 𝑑 = 600, 𝑎 = 50

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 1,095

∞ = 100
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ДИФРАКЦИЯ ФРАУНГОФЕРА (БОЛЬШОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 28. – Приближённое решениеРис 27. – Точное решение

Рис 26. – Невязкое решение

Сетка – 1200*600

𝜆 = 20, 𝑑 = 240, 𝑎 = 20

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 1,732

∞ = 200
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ДИФРАКЦИЯ ФРАУНГОФЕРА (БОЛЬШОЕ РАССТОЯНИЕ)
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Рис 29. – Ошибки невязкого решения

Рис 30. – Ошибки точного решения Рис 31. – Ошибки приближённого решения

Сетка – 1200*600

𝜆 = 20, 𝑑 = 240, 𝑎 = 20

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 1,732

∞ = 200



Central Institute of Aviation Motors named after P.I. BaranovЦентральный институт авиационного моторостроения имени П.И. Баранова
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Рис 32. – Уровень шума численный Рис 33. – Уровень шума невязкого решения

Рис 34. – Уровень шума точного решения Рис 35. – Уровень шума приближённого решения
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Рис 36. – Ошибки шума невязкого решения

Рис 37. – Ошибки шума точного решения Рис 38. – Ошибки шума приближённого решения

Сетка – 1200*600
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∞ = 200
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Рис 41. – Приближённое решениеРис 40. – Точное решение

Рис 39. – Невязкое решение

Сетка – 1200*600

𝜆 = 80, 𝑑 = 120, 𝑎 = 5

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
≈ 9,798

∞ = 150
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Рис 42. – Ошибки невязкого решения

Рис 43. – Ошибки точного решения Рис 44. – Ошибки приближённого решения
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Рис 45. – Уровень шума численный Рис 46. – Уровень шума невязкого решения

Рис 47. – Уровень шума точного решения Рис 48. – Уровень шума приближённого решения
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Рис 49. – Ошибки шума невязкого решения

Рис 50. – Ошибки шума точного решения Рис 51. – Ошибки шума приближённого решения
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Рис 54. – Приближённое решениеРис 53. – Точное решение

Рис 52. – Невязкое решение

Сетка – 1200*600

𝜆 = 20, 𝑑 = 600, 𝑎 = 200
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≈ 0,274

∞ = 400
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Рис 55. – Ошибки невязкого решения

Рис 56. – Ошибки точного решения Рис 57. – Ошибки приближённого решения
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Рис 58. – Уровень шума численный Рис 59. – Уровень шума невязкого решения

Рис 60. – Уровень шума точного решения Рис 61. – Уровень шума приближённого решения
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Рис 62. – Ошибки шума невязкого решения

Рис 63. – Ошибки шума точного решения Рис 64. – Ошибки шума приближённого решения
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Рис 67. – Приближённое решениеРис 66. – Точное решение

Рис 65. – Невязкое решение

Сетка – 1200*600

𝜆 = 20, 𝑑 = 120, 𝑎 = 100

𝑝 =
𝜆𝑑

2𝑎
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∞ = 300
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Рис 68. – Ошибки невязкого решения

Рис 69. – Ошибки точного решения Рис 70. – Ошибки приближённого решения
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Рис 71. – Уровень шума численный Рис 72. – Уровень шума невязкого решения

Рис 73. – Уровень шума точного решения Рис 74. – Уровень шума приближённого решения
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Рис 75. – Ошибки шума невязкого решения

Рис 76. – Ошибки шума точного решения Рис 77. – Ошибки шума приближённого решения
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